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Kapsikkiongelma on optimointiongelma, jossa syotteend on joukko objekteja, joilla jo-
kaisella on kokonaislukuarvoinen paino ja arvo. Tarkoituksena on valita alijoukko, johon
kuuluvien objektien yhteenlaskettu arvo on mahdollisimman suuri, mutta joiden yhteen-
laskettu paino pysyy halutun kapasiteetin sisélld. Ajatellaan siis, ettd on annettu kapsakki,
joka kestdd tietyn médrdn painoa, ja pyritddn pakkaamaan sinne esineet, joiden yhteen-
laskettu arvo on mahdollisimman suuri, ilman ettid kapsédkki hajoaa. Approksimointion-
gelmassa on lisdksi annettu tarkkuusparametri, ja pyritddn loytdméén ratkaisu, joka on

optimaalisesta korkeintaan halutun tarkkuuden padssi.

Téssi tutkielmassa késitellddn muutamia syotteen koon ja tarkkuusparametrin suhteen po-
lynomisia approksimaatioalgoritmeja. Téllaisia kutsutaan tdysin polynomiaikaisiksi ap-
proksimaatioskeemoiksi, TPAAS. Algoritmit perustuvat yksinkertaisiin heuristiikkoihin,
kuten objektien listassa esiintyvien erisuurien arvojen miirin pienentimiseen jakamalla
nidma arvot sopivalla vakiolla, ja erilaisten algoritmien kiyttimiseen arvokkaille ja vihem-
min arvokkaille objekteille. Kaikki algoritmit késitelldén tarkasti, ja ldhes kaikki tulokset

johdetaan alusta saakka.

Esitettdavit algoritmit ovat perdisin kahdesta 1970- ja 1980-lukujen vaihteessa kirjoite-
tusta artikkelista, joista toinen painottaa aikakompleksisuutta syotteen suhteen, ja toisen
vahvuus on tilakompleksisuudessa. Lisdksi mainitaan muutamia muita tutkimusartikke-

leissa julkaistuja tuloksia.

Avainsanat: kapsidkkiongelma, tdysin polynominen approksimaatioskeema
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1 Johdanto

Kapsikkiongelmat ovat optimointiongelmia, jossa pyritiddn valitsemaan kapsikkiin yhtei-
sarvoltaan mahdollisimman suuret objektit, joiden yhteispaino ei ylitd kapsikin kapasi-
teettia. Approksimointiongelmassa on lisdksi annettu tarkkuusparametri, ja pyritiin 10y-
tdmédn ratkaisu, joka on optimaalisesta korkeintaan halutun tarkkuuden pédssi. Itse on-

gelmat ovat NP-vaikeita, mutta approksimointi onnistuu usein polynomiajassa.

Téssid tutkielmassa kisitellddn padasiallisesti 0—1 -kapsidkkiongelman tidysin polynomiai-
kaista approksimointia. Tutkielmassa kisitelldsin vain approksimaatioita, jotka ovat to-
distetusti nopeita aikakompleksisuudeltaan. Kidytinnossi toteutuvia ajoaikoja ei késitella.
Tdysin polynomiaikainen approksimointi tarkoittaa, ettd algoritmi on polynomiaikainen
sekd syotteen koon, ettd tarkkuusparametrin kdénteisluvun suhteen. Pelkdstddn syotteen
koon suhteen polynomisia approksimaatioalgoritmeja sanotaan polynomisiksi approksi-

maatioalgoritmeiksi, niitd ei kisitelld tissi tutkielmassa lainkaan.

Tamadn tutkielman tulokset ovat enimmékseen ensimmadisistd aiheesta kirjoitetuista artik-
keleista 1970-luvulta, ja myods uudempia tuloksia 1990-luvulta on mainittu. Tutkielman
pailidhteet ovat artikkelit [L] ja [MO]. Léhteessd [L] esitetyt skaalauksen ja suuriin ja
pieniin objekteihin jakamisen ideat ovat alun perin perdisin ldhteestd [IK], joka esitti en-
simmiisen TPAAS:n kapsidkkiongelmalle. Suurinta osaa ldhteessi [L] esitetyistd alkupe-

rdisista ideoista ei kédsitelld. Suuressa osassa tutkielmaa kdytetddn ldhteen [L] esitystapaa.

Tyo koostuu neljdstd luvusta, joista ensimmiinen on johdanto. Toinen luku méérittelee
kapsikkiongelman ja approksimoinnin késitteen. Lisidksi luvussa mainitaan muutamia
kapsikkiongelman muunnelmia. Toisen luvun aika- ja tilakompleksisuuksia késittelevis-
sd aliluvussa midritellddn muutamia kompleksisuusteorian peruskésitteitd. Luokkien P ja

NP maiiritelmit oletetaan kuitenkin tunnetuiksi.

Kolmannessa luvussa alkaa ongelman varsinainen kisittely. Ensimmaéinen askel tdysin
polynomisen approksimaatioalgoritmin ldytdmiseen on pseudopolynomiaikaisen, tarkan
ratkaisun etsiminen. Tdmé on kolmannen luvun tirkein sisédltd. Ongelman tarkan ratkaisun
arvon etsimiseen kiytetddn dynaamista ohjelmointia tdysin suoraviivaisesti. Dynaaminen
ohjelmointi perustuu muistin kiyttoon apuna, joten hieman vaikeuksia ilmenee, jos myos
itse optimiratkaisu halutaan 10ytédd (eiki siis vain sen arvoa). Téhin tarkoitukseen esitetddn

kaksi algoritmia.



Neljds luku on matemaattisesti vaativin, ja siini esitelldén varsinaiset approksimaatioalgo-
ritmit. Ensimmadinen esiteltidvéa algoritmi, ‘ahne algoritmi’, on hyvin yksinkertaiseen heu-
ristiikkaan perustuva lineaariaikainen algoritmi, jonka antamaa 50% tarkkuuden ratkaisua
kiytetddn myohemmissé algoritmeissa. Toinen esiteltdva algoritmi perustuu objektien ar-
vojen skaalaamiseen, eli olennaisesti niiden pyoristimiseen pienempiin lukujoukkoon.
Laskemalla todetaan, ettd sopivan skaalauskertoimen valinta (ja sen jdlkeen kokonaislu-

kuihin pyoristdminen) antaa halutun tarkkuuden tidysin polynomisesti.

Paras tutkielmassa esitettdvi tulos saadaan, kun objektit jaetaan vield ‘suuriin’ ja ‘pieniin’,
ja kdytetdin pienille objekteille suoraan ahnetta algoritmia. Suuret objektit ovat arvoltaan
tietyn kynnysarvon ylittdvit objektit, ja pienet arvoltaan titd pienemmit objektit. Tassd

kiytetddn artikkelin [L] mahdollisesti hieman harhaanjohtavaa terminologiaa.

Tutkielmassa esitetddn pieni mutta epétriviaali korjaus erddseen ldhteen [L] algoritmiin.
Lisdksi tietyt perustelut muuttuvat selkedmmiksi tutkielmassa esitettdvin Pareto-rintaman
kisitteen avulla. Lisdksi ldhteen [L] tarkan algoritmin yhteydessd kiyttimén tietora-
kenteen havaitaan syntyvin automaattisesti, kun objektilistojen tallennukseen kiytetddn

LISP-tyylisid listoja.

2 Kapsikkiongelman ja kaytettyjen notaatioiden maa-

rittely

2.1 Kapsikkiongelman méirittely

Tissd tutkielmassa kisitelladn padasiallisesti 0—1 -kapsdkkiongelmaa, joten ‘kapsikkion-
gelma’ viittaa jatkossa siithen. Kapsikkiongelma on optimointiongelma, jossa syotteend
on joukko objekteja, joilla jokaisella on kokonaislukuarvoinen paino ja arvo. Tarkoitukse-
na on valita alijoukko, johon kuuluvien objektien yhteenlaskettu arvo on mahdollisimman
suuri, mutta yhteenlaskettu paino pysyy halutun kapasiteetin sisdlld. Ajatellaan siis, et-
td on annettu kapsikki, joka kestidd tietyn médrin painoa, ja pyritddn pakkaamaan sinne

esineet, joiden yhteenlaskettu arvo on mahdollisimman suuri, ilman ettid kapsikki hajoaa.
Siis syotteend on kapasiteetti X € N ja jarjestdiméton joukko objekteja

U= {(p17a1)7 (p27a2): ) (pman)} = {u17u27 s 7un}



missi p; € N, q; € N Vi € {1,...,n}. Merkitddn myos

b= (p17p27 s 7pn)

a=(a,ay,...,a,)
N=A{1,...,n}
P:sz'
iEN
A=Y
iEN

ja tarkoituksena on etsié sellainen osajoukko S C N, ettd

A* :Zai

ies
on mahdollisimman suuri niin, etti

ZPiSK-

Optimointiongelma voidaan esittdd myos seuraavassa muodossa:

X =argmaxa -z,
z€{0,1}"
pr<K

jolloin muuttujan X suhde muuttujiin A* ja S on
A*=a-X
Esitimme tissi siis alijoukkoa S {0, 1}-arvoisella vektorilla X, missé alkio 7 on 1 jos ja

vain jos objekti ¢ kuuluu alijoukkoon. Samaistamme késittelyssa tidllaiset vektorit niiden

esittdmien alijoukkojen kanssa.

2.2 Kapsiakkiongelman likiméériinen ratkaiseminen

Kapsikkiongelman piitosversiossa lisdaparametrina on haluttu arvo, jota suuremmaksi ali-

joukon arvojen summa yritetddn saada (toisin kuin optimointiversiossa, jossa se yritetddan



saada mahdollisimman suureksi). Tdémi on tunnettu esimerkki NP-tidydellisestd ongelmas-
ta, eli NP:ssd olevasta ongelmasta, johon miké tahansa NP:ssd oleva ongelma voidaan re-
dusoida polynomiajassa. Selvisti optimointiversio kapsdkkiongelmasta ratkoo timéin eri-
koistapauksenaan, ja on nidin ollen NP-vaikea. Suuria ongelman instansseja ei siis ole
jarkevii ratkaista optimaalisesti. Tédssd tutkielmassa kisitelldéin vain optimointiongelmia,
mutta kaikista kapsédkkiongelman versioista on luonnollisesti olemassa my0s péaatosver-

sio.

Likimiirdis- ali approksimointiongelmassa pyritddn 10ytdméaan riittdvin hyva ratkaisu op-
timointiongelmaan. Tdma tarkoittaa niin sanotun likiméérdisalgoritmin etsimistd. Liki-
madrdisalgoritmi etsii tietyssd ajassa ratkaisun, jonka suhteellista virhettd, eli eroavuut-
ta optimiratkaisusta, rajaa ylhééltd jokin ‘ongelman koon’ funktio f. Télloin ratkaisu on
niin sanottu f-approksimaatio. Esimerkiksi graafiongelmissa ongelman kooksi voidaan
kasittdd kaarten lukuméérd. Likiméérdisalgoritmi saattaa olla olennaisesti nopeampi kuin

tarkan ratkaisun etsivé algoritmi.

Yleensd approksimointialgoritmeja kdytetddn ‘jarkevien’ ratkaisujen etsimiseen NP-
vaikeisiin ongelmiin, koska optimiratkaisun etsimiseen ei tunneta polynomiaikaista al-
goritmia. My0s joitakin P:sséd olevia ongelmia voidaan approksimoida, jolloin niiden ai-
kakompleksisuus laskee matalampiasteiseksi polynomiksi. NP-vaikeiden optimointion-
gelmien likiméérdinen ratkaiseminen onnistuu kuitenkin usein polynomiajassa, kun taas
nykytiedon mukaan tarkan ratkaisun kompleksisuus on eksponentiaalinen. Tamin vuoksi

niiden approksimoituvuus on olennaisempi kysymys.

Tarkemmin, mégrittelemme maksimointiongelman parina (Z, H), missi mahdolliset rat-
kaisut ovat (diskreetin) avaruuden Z pisteet ja H : Z — R antaa kunkin ratkaisun hy-
vyyden. Kapsikkiongelmassa timi avaruus on {z € 2V : p- 2 < K},ja H(z) = a - z.
Maksimointiongelman optimiratkaisu on miki tahansa z € Z, jolle Az’ € Z siten, ettid

H(z'") > H(z). Nyt algoritmi A on tietyn ongelman f-approksimointialgoritmi, jos

V(Z,H): H(z") = H(A(Z, H)) < f(H(2")) « H(2")",

'Koska tissi tutkielmassa kisitelldzn nimenomaan tehokkaita approksimaatioita, on mukavaa voida
kayttdd esimerkiksi termid 0.1-approksimaatio. Késiteltdessd approksimaatioalgoritmeja, jotka 10ytavit
olennaisesti huonompia approksimaatioita, ja ratkaisu on aina vain esimerkiksi suurempi kuin optimirat-
kaisun neli6juuri, olisi parempi miéritelmé f-approksimaatiolle esimerkiksi H(A(Z, H)) > f(H(z")),
jolloin voitaisiin puhua /n-approksimaatiosta meidin mééritelmdmme antaman Ln‘/ﬁ-approksimaation

sijaan.



missd (Z, H) on miki tahansa ongelman instanssi, ja z* sen jokin optimiratkaisu. Niin
sanotussa e-approksimaatiossa f on vakiofunktio f(H (z*)) = e. Tdlloin esimerkiksi 100
on erds (.5-approksimaatio ongelmaan, jonka optimaalinen ratkaisu on 150, koska 150 —
100 < 0.5 * 150.

Approksimointiongelmalle voidaan antaa lisdparametreja, jotka médrddavit halutun ap-
proksimaatiotarkkuuden. Esimerkiksi tdssi tutkielmassa esitettdvit kapsikkiongelman li-
kiméadriisalgoritmit ottavat syotteend varsinaisen ongelman parametrien liséksi e-arvon,
ja tuottavat e-approksimaation polynomiajassa. Tillaisia algoritmeja kutsutaan polyno-
miaikaisiksi approksimaatioskeemoiksi (polynomial time approximation scheme). Jos al-
goritmi lisdksi toimii polynomiajassa e-arvon kéénteisluvun suhteen, kutsutaan sité tdy-
sin polynomiaikaiseksi approksimaatioskeemaksi (fully polynomial time approximation
scheme). Esittelemdmme algoritmit ovat myos téllaisia, kdytimme jatkossa lyhennettd
TPAAS.

Mainittakoon vield, ettd kapsidkkiongelma on erityisen helposti approksimoituva.
Olettaen, etti P # NP, on olemassa ongelmia, jotka sallivat korkeintaan 0.5-
approksimaation, ja joissakin ongelmissa parhaan mahdollisen polynomiajassa lasketta-

vissa olevan approksimaation f-raja lihestyy ykkostd ylipolynomisesti.

2.3 Ratkaistaessa tehtivat oletukset

Ongelmamme parametreina ovat U, K ja €, missd

U= {(plaal)a (ana2)a sy (pn7an)}

on objektien (p;, a;) joukko, K on kapasiteetti, ja e tarkkuusparametri. Tarkoitus on etsid
e-approksimaatio U:n ja K:n virittimin kapsikkiongelman instanssin ratkaisulle. Kaikki
muutkin edelld annetut merkinnit patevit jatkossa, mutta kiytimme paikoittain muuttujia

p ja P my0ds muihin tarkoituksiin.

Aikakompleksisuuksien yhteydessd oletetaan, ettd aritmeettiset operaatiot vievit vakio-
ajan A:n, P ja n:n kokoisilla luvuilla operoitaessa. Jos ongelmaa halutaan ratkoa
mielivaltaisen suurille luvuille, ilmestyy kompleksisuuksiin ndiden lukujen suhteen log-

kertoimia. Emme paneudu lukujen esityksen yksityiskohtiin tidssi tutkielmassa.

Syotteend olevien objektien jdrjestykselld ei ole merkitystd algoritmin kannalta ja jér-



jestyksen suhteen ei seuraavassa tehdd mitdédn oletuksia. Sydte U on annettu joukkona,
mutta oletetaan, ettd voidaan viitata O(1)-ajassa yksittéisiin objekteihin (p;, a;). Jatkossa

oletamme seuraavat ominaisuudet objektien joukolta:

Ensinnikin
p; < K kaikillai € N,

eli jokainen objekti mahtuu yksinédén kapsikkiin. Tami voidaan helposti varmistaa line-
aarisessa ajassa. Objektit kidydain lapi yksi kerrallaan ja poistetaan objektit, joiden paino

ylittdd kapasiteetin.

Toisekseen

Z]%’>K7

eli kaikki objektit eivit yhtd aikaa mahdu kapsékkiin. Jos ne mahtuvat, on optimiratkaisu
triviaalisti S = N, ja tdiméd voidaan suoraan palauttaa algoritmin tuloksena. Selvisti tima-
kin on tarkistettavissa lineaarisessa ajassa laskemalla yhteen objektien painot, silld K:n

kokoluokkaa olevien lukujen yhteenlaskun ajateltiin onnistuvan vakioajassa.

Kolmannekseen
p; # 0,a; # 0kaikillai € N,

eli painot ja arvot eivit ole nollia. Objektit, joiden arvo on nolla, voidaan ensin poistaa
tarkastelusta, silld selvisti yhteenlasketun arvon kannalta ei ole vilid otetaanko ne os-
ajoukkoihin. Tdmén jidlkeen voidaan nollapainoiset objektit unohtaa tarkastelusta, ja lisa-
td lopuksi ratkaisuun. (Approksimoinnin yhteydessd tdtd voisi optimoida suurentamalla

virheparametria sen mukaan paljonko tissd saadaan ‘ilmaista arvoa’.)

2.4 Aika- ja tilakompleksisuudesta

NP-vaikealla ongelmalla tarkoitetaan ongelmaa, johon kaikki NP:ssi olevat ongelmat voi-
daan redusoida polynomiajassa. NP-tdydellisyydelld ongelmalla tarkoitetaan NP-vaikeaa
ongelmaa, joka on itse luokassa NP. Piitosongelmat, kuten kapsidkkiongelman paitosver-
sio, ovat tyypillisid NP-tdydellisid ongelmia. Niiden optimointiversiot ovat NP-vaikeita,
silld paatosongelmat ratkeavat optimointiongelman sivutuloksena, mutta ne eivét yleensa
ole NP:ssi.



Yleensd kokonaislukuja késittelevissd algoritmeissa oletetaan, ettd luvut on annettu k-
kantaisessa lukujérjestelmissa, missd k£ > 1. Siis esimerkiksi yhteenlaskualgoritmin syot-
teen 45 + 83 ajatellaan olevan kokoluokkaa [log,, 45| + [log,, 83| = 4, eikéd kokoluok-
kaa 45 + 83 = 128. Kutsumme lukuja parametrinaan ottavan ongelman unaariseksi ver-
sioksi ongelmaa, jonka syotteend olevat luvut annetaan unaarisessa muodossa. Esimer-
kiksi laskettaessa yhteen luvut 45 ja 83 unaarisella yhteenlaskulla, olisi sydte muotoa

11...1+11...1.
45kpl 83kpl

Mairittelemme vahvasti NP-tdydellisen ongelman (strongly NP complete problem) ongel-
mana, joka on NP-tidydellinen, ja jonka unaarinen versio on myds NP-tidydellinen. Vastaa-
vasti midritellddn vahvasti NP-vaikeat ongelmat. Pseudopolynomiaikaisella algoritmil-
la tarkoitetaan algoritmia, joka ratkoo ongelman unaarisen version polynomisessa ajassa,
toisin sanoen algoritmia, joka vie lukujen arvojen suhteen polynomisen ajan. Normaalisti-

han vaaditaan, etti algoritmi vie polynomisen ajan lukujen esityksien pituuksien suhteen.

Vahvasti NP-vaikeille ongelmille on mahdotonta kehittdéd tiysin polynomisia approksi-
maatioalgoritmeja [WP]. Myoskiin kaikille heikosti NP-vaikeille ongelmille téllaista ei
ole olemassa. Kapsikkiongelma ovat erityisen helppo NP-vaikea ongelma siind mielessi,
ettd sille on olemassa TPAAS. Téllaisen 16ytdmisessd on olennaista, ettd kapsikkiongel-
malle on olemassa pseudopolynominen ratkaisualgoritmi. Itse asiassa voidaan todistaa
(tietyin ehdoin), ettd jollei tdllaista ole olemassa, myOskddan TPAAS:ta ei voida 10ytaa
[WP]. Seuraavassa esiteltdvistd kapsidkkiongelman muunnelmista vain moniulotteiseen

kapsidkkiongelmaan ei voida kehittdd TPAAS:ta.

2.5 Kapsikkiongelman muunnelmia

Ennen menetelmien kisittelyd mainitaan muutamia kapsidkkiongelman muunnelmia. Tas-
sd tutkielmassa késitellddn ndiden ongelmien approksimointia tai tarkkaa ratkaisemista

hyvin kursorisesti. Kaikissa tapauksissa médrittelemme ongelmista optimointiversion.

Jos kapsidkkiongelmassa vaaditaan p; = qa; kaikilla ¢ € N, saadaan niin sanottu alijoukon
summa -ongelma. Voidaan ajatella, ettd objekteilla ei ole erikseen painoa ja arvoa, vaan
vain koko, ja pyritddn maksimoimaan alijoukon yhteenlaskettu koko ylittdméttd annettua
kapasiteettia (timéd on myos jarkevimpi médritelma alijoukon summa -ongelmalle). Kol-

a;

mas tapa ajatella asia on, ettd niin sanottu arvotiheys =1 jokaisella objektilla. Itse

asiassa saamme olennaisesti saman ongelman jos oletamme arvotiheydet vain samoik-



si, emmeka vilttimattd ykkosiksi. Alijjoukon summa -ongelma on kapsikkiongelman eri-
koistapaus, ja sitd voidaan timén vuoksi approksimoida samalla algoritmilla (joskin tdhédn

tarkoitukseen on olemassa tehokkaampikin algoritmi).

Alijoukon summa-ongelma voidaan médritelld seuraavasti:
On annettu joukko lukuja Ug = {ky, ko, ..., k,} ja kokonaisluku K

Madrittavd X = argmaxk - x

2€{0,1}"

ka<K
Tidssd tutkielmassa péddasiallisesti késiteltdvd versio kapsidkkiongelmasta on niin sanot-
tu 0—1 -kapsidkkiongelma. Kutakin objektia saadaan siis ottaa kapsidkkiin enintddn yksi
kappale. Kun samaa objektia saadaan ottaa useampi kappale, saadaan ongelmalle kaksi
variaatioita. Rajoitetussa kapsdkkiongelmassa etsitidan multijoukkoa, johon sama objekti
voidaan valita useita kertoja. Jokaisella objektilla on painon ja arvon lisdksi méérd, joka
kuvaa sitd, montako kertaa sen saa kiyttdd. Rajoittamaton kapsdkkiongelma puolestaan
madritellddan kuten 0—1 -kapsidkkiongelma, mutta valintojen miéra saa olla miki tahansa

luonnollinen luku.

Sekad rajoittamaton, ettd rajoitettu kapsdkkiongelma voidaan selvisti redusoida tavalliseen
kapsikkiongelmaan. Yksi tapa tehdd tamé on tehdd objektista niin monta kopiota kuin
mitd kapsidkkiin maksimissaan mahtuu, eli L}KJ kappaletta. Rajoittamattomassa tapauk-
sessa tehokkaampi tapa on ottaa objektista (p, a) kahden potensseja 2* kohti painotettuja
kopioita (p*2*, a*2*) mukaan, kunnes tillainen yksiniin ylittd4 kapasiteetin. T#lloin ko-
pioita tarvitaan vain logaritminen médri. Rajoitetun tapauksen optimoiminen on hieman
monimutkaisempaa, nyt tehddin kuten rajoittamattomassa tapauksessa, mutta viimeisen
painotetun kopion 2* sijaan valitaankin sellainen kerroin, etti kaikkien kopioiden ottami-

nen alijoukkoon yhtd aikaa vastaa korkeintaan m;:n objektin valintaa.

Tarkastellaan esimerkiksi tilannetta m,; = 13. Sanotaan, ettid kertoimien joukko / generoi
joukon J, jos J = {j : dx € 2'se.j =3, .,
{1,2,4,6},silld 1 + 2 + 4 + 6 = 13. Luvut {1,2,4} generoivat koko vilin [0, 7], joten
selvisti luvut {1, 2, 4,6} generoivat vilin [0, 7|U[0+6, 7+6] = [0, 13], kun 6 joko valitaan

i}. Nyt valittaisiin objektille ¢ kertoimet

tai ei valita mukaan. Selvisti tdlld menettelylld saadaan rajoitettu tapaus redusoitua 0—1

-kapsidkkiongelman instanssiksi.

Rajoitetun kapsidkkiongelman médrittely:

On annettu joukko monikkoja U, = {(p1, a1, m1), ..., (pn, an, my,)} ja kokonaisluku K



Miidrittavdi X = argmax a-x

erieN{Ur"'vmi}
pr<K

Rajoittamaton kapsikkiongelma lyhyesti:
On annettu joukko pareja U, = {(p1,a1), (p2, a2), - - ., (Pn, an)} ja kokonaisluku K

Maiirittavd X = argmaxa - x
pask
Monivalintaongelmassa objektin tilalla on luokka, eli joukko objekteja, joilla kaikilla
on paino ja arvo. Jokaisesta luokasta valitaan korkeintaan yksi objekti. Moniulotteises-
sa kapsdkkiongelmassa taas on kapsikkeja useampi kappale. Kukin objekti vie tietyn ver-
ran jokaisen kapsikin kapasiteetista, ja pyritdin maksimoimaan niiden yhteenlaskettu ar-
vo siten, ettei minkddn kapsikin kapasiteetti ylity. Moniulotteiselle kapsikkiongelmalle
ei ole olemassa pseudopolynomiaikaista ratkaisualgoritmia [BD], minkd vuoksi sille ei
ole myoskddn tdysin polynomista approksimaatioskeemaa [WP]. Monivalintaongelmalle
on olemassa tidysin polynomiaikainen approksimaatioalgoritmi, mutta emme késittele siti

tdssd tutkielmassa [BV].

3 Tarkka ratkaiseminen

3.1 Miksi tarkkaa ratkaisua tarvitaan approksimaatioalgoritmissa

Seuraavassa luvussa esiteltavin kapsikkiongelman TPAAS:n perusidea on seuraava: En-
sin etsitddan kohtuullisen tarkka yldraja optimiratkaisulle. Tamén jalkeen skaalataan kaikki
objektit, eli jaetaan niiden arvot jollain luvulla s, ja pyoristetdédn saadut skaalatut arvot, jol-
loin erilaisia arvoja on pienempi joukko. Sopivan skaalauskertoimen valinnassa tarvitaan
optimiratkaisun yldrajaa. Tdmin jidlkeen ratkaistaan ongelma néitd pyOristettyjd arvoja b
kédyttden optimaalisesti dynaamisella ohjelmoinnilla. Saadusta ratkaisusta 7' muodoste-
taan alkuperdisen ongelman ratkaisu r valitsemalla objektit, joiden skaalatut versiot r’:ssd
olevat objektit ovat. Koska skaalaamme arvoja a, emmeki painoja p, on painojen summan

oltava kapasiteetin rajoissa my0s 7:ssi.

Skaalauskertoimen valinta on tdarkein osuus skaalausalgoritmin suunnittelua. Saatavan rat-

kaisun on pysyttiavi e-tarkkuuden sisdlld, miké rajaa kertoimen valintaa ylhadltd. Toisin



sanoen liian suuri kerroin johtaa siihen, ettd vastaus on liian huono, koska skaalattu ongel-
ma on liian kaukana alkuperdisestd. Toisaalta algoritmin on myds oltava polynomiaikai-
nen. Tama rajaa kertoimen valintaa alhaalta. Meiddn on valittava riittdvin suuri kerroin,
jotta saatujen skaalattujen arvojen joukon koko olisi polynominen alkuperdisen syotteen
pituuden suhteen. Jos kerroin on liian pieni, pysyy aikakompleksisuus eksponentiaalise-
na. Esimerkiksi jos kdytetddn kerrointa 1, on ratkaistava skaalattu ongelma identtinen al-
kuperiisen kanssa, jolloin arvojen joukon koko on eksponentiaalinen syotteen pituuden
suhteen. Kiy ilmi, ettd ndmi ongelmat voidaan ratkaista sopivalla kertoimen valinnalla,

kunhan tiedetédédn yldraja optimiratkaisun arvolle.

3.2 Perusrekursio ja dynaaminen ohjelmointi

Téssd luvussa esitettdva algoritmi perustuu padosin ldhteen [L] tarkkaan algoritmiin, mut-

ta esitystd ei seurata tarkasti.

Tarkan ratkaisun etsiminen dynaamisella ohjelmoinnilla perustuu seuraavaan rekursioyh-
taloon:
Opt(0,k)=0,k=1,2,..., K

Opt(j> k) = maX{aj + Opt(] - 17 k _pj)7 Opt(] - 17 k)}a

missd Opt(j, k) on suurin arvo, joka voidaan saavuttaa ensimmaisilld j objektilla, kun
kiytossd oleva kapasiteetti on k. Yhtdlo seuraa siitd, ettd j:s objekti joko otetaan tai ei
oteta mukaan. Jos objekti otetaan mukaan, tiytyy jéljelld olevasta kapasiteetista vahentdd
Jj:nnen objektin paino p; laskettaessa optimiarvoa j — 1:nnen tason objekteille, mutta arvo
a; voidaan lopuksi lisétd tdhén arvoon. Jos objektia ei oteta mukaan, palautuu optimin et-
siminen suoraan j — 1 objektin tapaukseen. Rekursion perustana on, ettd kapasiteetin 0 alle
ei mahdu yhtdédn objektia, ja nollasta objektista saavutettu arvo on nolla. Selvésti kaavan
suora kddntdminen algoritmiksi tuottaisi eksponentiaaliaikaisen algoritmin, mutta koska
parametrit (7, k&) kuuluvat aina joukkoon N x {1, ..., K'}, saadaan algoritmi vilittomasti

O(nK)-tilaiseksi ja -aikaiseksi taulukoimalla.

Koska skaalausvaiheessa skaalaamme arvoja, emmeki painoja, tdytyy rekursioyhtdlon an-
tamaa ideaa hieman muokata. Ideana on nyt joka hetki pitdid muistissa kaikki mahdolliset
ratkaisut ensimmdisille j objektille, ja lisédtd objekteja ratkaisuehdokkaisiin yksi kerral-
laan. Muuttujan j annetaan kidyda ldpi arvot 0O, . .., n, ja kullakin iteraatiolla pdivitetddn

lista L, jossa sdilytetddn optimiratkaisuja. Algoritmi on seuraavanlainen:
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1 L —{(0,0)}

2: for j =1tondo

33 L« LU{(p+pj,a+a)lpa)€ L}

4 L—{(p,a)eL:p<=K}

5: L {(p,a)eL| Alp,d) € L: Dominoi((p',ad’), (p,a))}
6: end for

missd Dominoi((p', d), (p,a)) <= (p/ <pAd >a)V(p <pAd >a).

L sisiltéad siis aluksi pelkin tyhjin (askel 1), ja tamin jilkeen j:nnelld iteraatiolla lisdtdin
uusi objekti jokaiseen j — 1 objektin ratkaisuun (askel 3). Tdmén jidlkeen poistetaan lii-
an painavat ratkaisut (askel 4), ja lopuksi sellaiset ratkaisut poistetaan, jotka ovat jotain
muuta ratkaisua huonompia seké arvon ettd painon suhteen (askel 5). Uusi algoritmi on
selvisti tilakompleksisuudeltaan luokkaa O(min{ K, A}), koska listassa ei voi olla yhti-

aikaa kahta samanpainoista tai -arvoista ratkaisua.

Aikakompleksisuudeltaan algoritmi on my6s luokkaa O(n min{ K, A}), kun L pidetididn
muistissa sekd painon ettd arvon suhteen kasvavasti jédrjestettynd listana. Rivit 3 ja 4
vievit aikaa selvisti O(min{ K, A}). Rivilld 5 viite seuraa, kun rivin 3 yhdisteen yh-
teydessd suodatetaan dominoidut alkiot pois. Molemmissa yhdistettivissa listoissa L ja
{(p + pj,a+ a;)|(p,a) € L} alkiot ovat kasvavassa paino- ja arvojérjestyksessd, ja jos
ratkaisu a dominoi ratkaisua b, on a:n ja b:n oltava eri listoissa. Niin ollen riittdd vali-
ta listojen aluista alkioita kasvavassa jarjestyksessd, ja poistaa ratkaisu, jos toisen listan

ensimmainen alkio dominoi sité.

Edelli esitetty algoritmi 10ytdd vain optimaalisen arvon, eikd objektijoukkoa, jolla se saa-
vutetaan. Kun lisdksi pidetidin ylli tietoa kunkin ratkaisun antavasta objektijoukosta, saa-
daan tilakompleksisuudeksi O(nmin{ K, A}), silld jokaiseen ratkaisuun listassa L voi
nyt liittyd O(n)-kokoinen lista objekteja. Aikakompleksisuus ei kasva, kun listoja pide-
tddn esimerkiksi LISP-tyylisissé listoissa: Uuden alkion voi lisdtd cons-operaatiolla listan
alkuun O(1)-ajassa, eikd listoja koskaan tarvitse kopioida, silld useampi lista voi jakaa sa-
man hinnin. Lawler [L] tekee tamin eksplisiittiselld tietorakenteella, mutta tulos on luon-
nollisesti tdysin identtinen. Voidaan ajatella, etti listassa L sdilytetidin tdssd objektijoukon

loytdvissd algoritmissa monikkoja (p, a, O), missd O on osoitin listaan objekteja.

Koska O(nmin{K,A}) C O(nA), voimme tistd ldhtien unohtaa K:n aika- ja tila-
kompleksisuuksista, silld skaalatessa pienennimme nimenomaan A:ta, jolloin A:n arvo

yleensd dominoi K:ta. Huomataan vield, ettd algoritmin suorituksen aikana missédén rat-
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kaisussa ei arvo voi olla suurempi kuin optimaalisen ratkaisun arvo A*, joten kompleksi-

suudet voidaan merkitd myos muodossaa O(nA*).

3.3 Pareto-optimaalisuus ja Pareto-rintama

Tissid luvussa esittelemme kisitteen, joka selittdd L:n roolin tarkemmin. Oletetaan, ettd X
on mielivaltainen joukko, ja <y on sille tdydellinen jirjestys, toisin sanoen Vz,y € X :
r#y = x <yVy <z Sanotaan, ettd (X, <x) on tdydellisesti jirjestetty joukko.

Merkitidin loppuluvussa < x:n sijasta < selkeyden vuoksi.
Nyt voimme tehdd X" :std osittain jédrjestetyn joukon asettamalla

(X1, ) < (Y1, 3 Ym) = Virg; <y AJicx; <y

Jos ajatellaan, ettd < on ‘huonompi kuin’-relaatio, tarkoittaa maaritelmd, ettd tdsséd osit-
taisessa jdrjestyksessd paremmuus tarkoittaa paremmuutta kaikilla mittareilla, eli jokai-
sessa vektoreiden indeksissd. Sanotaan, ettd osajoukolle Y C X™ on y € Y Pareto-
optimaalinen (Y:ssd), jos Vx € Y : x < y. Nyt voidaan médritelld Y:n Pareto-
rintama kaikkien sen Pareto-optimaalisten alkioiden joukkona. Esimerkiksi jos molem-
pien koordinaattien suhteen kiytetdin tavallista kokonaislukujen vertailua, niin joukon
(2,1),(1,2),(1,1) Pareto-rintama on joukko {(2, 1), (1, 2)}, silld sen vektorit ovat vertai-

lukelvottomia, ja dominoivat vektoria (1, 1).

Mairitellddn nyt, ettd paino a on parempi kuin paino b, jos a < b. Arvoille taas méiritel-
ladn, ettd a on parempi kuin b, jos b < a. Télloin dominoi-relaatio tarkoittaa yksinkertai-
sesti paremmuutta paino-arvo-pareille painon ja arvon tiydellisistd jirjestyksistd saataval-
la osittaisella jarjestykselld. Esimerkiksi objekti (p1,a;) = (1,2) on parempi kuin objekti
(pg.az) = (2,1),sillip, =1 <2 =pyjaa; =2 > 1 = ay, ja siten objekti (p1, ay)

dominoi objektia (po, as).

Télloin L:lle saadaan tarkka karakterisointi: iteraatiolla & L sisaltdd ensimmadisten £ ob-
jektin osajoukkojen paino-arvo-parien summien joukon koko Pareto-rintaman. Tdmi on
selvisti totta ennen yhtdkéddn iteraatiota. Jos viite on totta £ — 1 ensimmadiselli iteraatiol-
la, on se totta myos k:nnella. Tdma seuraa siitd, ettd jos valitaan mielivaltaisen Pareto-
optimaalinen osajoukon summa ensimmdisistd k objektista, merkitddn Z = (p;, + -+ +
Pi, + Dk, @iy +- - - +a;,), niin viite on triviaali, jos & ei kuulu joukkoon. Muussa tapaukses-

sa, merkitdédn p;, = k, tdytyy myos osasumman (p;, +- - - +p;,_, + Dk, @i, +- - - +a;,_,) olla
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Pareto-optimaalinen, jolloin se 10ytyy L:std iteraatiolla £ — 1, ja siten Pareto-optimaalinen

joukko Z lisdtdidn iteraatiolla k.

3.4 Vaihtoehtoinen tapa loytida optimaalisen arvon antava objekti-

joukko

Edelld esitelty tyossd [L] kdytettdvi tapa 10ytidd optimaalisen arvon antava objektijouk-
ko ei ole ainoa mahdollinen. Toinen mahdollisuus olisi tarkistaa kutakin objektia kohti

muuttaako sen poistaminen optimaalista ratkaisua.

Tissd algoritmissa etsitddn ensin optimaalinen ratkaisu A* ongelmalle (jollakin tarkalla
algoritmilla, joka ei 10ydi itse objekteja). Sitten kdydadédn ldpi objektit, 2:nnen objektin
kohdalla se poistetaan listasta, ja ratkaistaan ongelma optimaalisesti muille objekteille.
Jos ratkaisu pysyy samana, voidaan ¢:s objekti unohtaa kokonaan, koska on oltava jokin
optimaalinen ratkaisu, jossa sité ei esiinny. Jos taas optimaalinen ratkaisu huononee, on i:s
objekti mukana jokaisessa optimaalisessa ratkaisussa, jolloin se voidaan lisétd lopulliseen
ratkaisuun, ja vihentdd sen paino ja arvo seuraavissa iteraatioissa kiytettivistd painosta ja
arvosta. Selvisti algoritmi 16ytid optimaalisen arvon antavan objektijoukon ajassa O(n? *
min{ K, A}) ja tilassa O(min{ K, A}), koska edellisen luvun algoritmi suoritetaan O(n)

kertaa, ja ratkaisujen listassa ei tarvitse sdilyttdd objektijoukkoja.

Léhteessd [MO] tehddin vaihtokauppa aika- ja tilakompleksisuuden vililld, eikd osarat-
kaisuihin tallenneta objektilistaa, vaan se etsitiin myohemmin perdytymishaulla. Arvo-
jen suhteen algoritmi toimii yhd samoin, mutta nyt listaan L tallennetaan joukon O sijasta
vain viimeinen siithen lisitty objekti o. Merkitiin téitd viimeisen lisdtyn objektin muistavaa
algoritmia Ay, ja seuraavaksi kehitettdvid sitd kiyttdvad koko objektijoukon 1oytavid

algoritmia Axgixki- Agaikk: tOimii seuraavasti:

Ensin A, suoritetaan kerran koko joukolle, ja valitaan listasta L monikko (p, a, 0), jonka
arvo on suurin. Koska tilloin erddssd optimaalisessa ratkaisussa viimeinen lisétty objekti
on o, voidaan kaikki objektilistassa o:n jdlkeen (siind jirjestyksessi, jossa objektit kiydddn
tarkassa algoritmissa ldpi) tulevat objektit pudottaa pois, ja o voidaan liséitd lopulliseen
ratkaisuun. Nyt riittdi saada ratkaistuksi ongelma, jossa objektien joukkoon {1,...,0—1}
ja kapasiteetti on K — p,. Tétd ei suoraan ratkaista rekursiivisesti, vaan objektien joukko
jaetaan ensin mahdollisimman tarkasti kahtia muuten mielivaltaisiin osajoukkoihin J’ ja

J". Ay suoritetaan ndille, olkoot ratkaisut sisdltdvit listat L' ja L”. Huomaa, ettd tdima
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kutsu ei ole rekursiivinen.

Tarkastellaan nyt 16ydettyd monikkoa (p, a,0) vastaavaa alkuperdisen ongelman mieli-
valtaista optimaalista ratkaisua {j,...,jx}, missd j, = o on viimeinen valittu objek-
ti, ja jonka paino siis on p ja arvo a. Objektin o painoa ja arvoa merkitidn normaalis-
ti p, ja a,. Joukon {71, ..., jx_1} elementit ovat jakaantuneet jollakin tavoin joukkoihin
J' ja J”, merkitddn menettdmittd yleisyyttd {j1,...,jm}t C J' ja {jms1, -, Jk1} C
J”. Talloin paras L':ssa oleva monikko, jonka paino on korkeintaan p;, + ... + pj, ,
on arvoltaan korkeintaan a;, + ... + a;,, koska muuten ratkaisu {ji,...,j;} ei oli-
si optimaalinen. Siis (p;, + ... + pj..,a;, + ... + a;,,0") € L' jollekin o’. Samoin

(Pjoss + -+ D1, @iy + ...+ aj,_,,0") € L" jollekin 0.

Siis listoista L’ ja L” 16ytyy varmasti sellaiset (p',a’,0') € L' ja (p”,a”,0") € L”, etti
' +p"+p, =p,d +ad" +a, = a,jasiten riittdd rekursiivisesti ratkaista Agqixx; joukoille
J' ja J" kapasiteeteilla p’ ja p”. Loydetyt objektijoukot O’ ja O” liitetédn sitten yhteen, ja

lopullinen palautettava objektijoukko on O’ U O” U {0}, joka on varmasti optimaalinen.

Ennen rekursiivista kutsua tarvitaan aikaa O(n * min{ K, A}) ja tilaa O(min{ K, A}) al-
goritmin A, suorittamiseen kolme kertaa. Kahtiajako vie aikaa O(n). Parien (p', a’, o)
ja (p”,a”, 0") 16ytdminen listoista L' ja L” vie O(min{ K, A}), koska ne ovat kasvavassa

jarjestyksessd sekd painojen ettd arvojen suhteen. Kutsutaan titd etsintdd skannaukseksi.

Rekursion tasolla k& ongelmia on ratkaistavana korkeintaan 2*, ja niiti tasoja voi olla
korkeintaan logn. Jokaisella tasolla ongelman A, ratkaisemiseen kaytetdidn yhd ai-
kaa O(n * min K, A), silld {1,...,n} on partitioitu tasolla olevien kutsujen vilille, ja
min{ /K, A} on sama joka kutsulla, ja siten A,;-aliongelmien ratkaisemiseen kuluu ai-
kaa yhteensd O(nmin{ K, A} logn).

Jokaisella rekursion tasolla & skannaus suoritetaan 2* kertaa. Siis yhteensi skannauksia

suoritetaan korkeintaan
llogn|+1

> 2i<om,
=1

ja siten skannaukset vievit aikaa O(n min{ K, A}). Yhteensi aikakompleksisuus on siis
O(nmin{ K, A} logn), ja tilakompleksisuus on O(n+min{ K, A}), missd min{ K, A} on
kunkin yksittdisen kutsun kédyttami viliaikainen tila, ja n tarvitaan objektijoukon tallen-
tamiseen. Kukin kutsu voi esimerkiksi merkitd alkuperdiseen taulukkoon mitkd objektit

ratkaisuun otetaan.
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Lihde Aikakompleksisuus Tilakompleksisuus
Lawler O(nlog* + ()% O(n+ (3)*)
Magazine & Oguz | O(n?logn * 1) O(nx1)

Kellerer & Pferschy | O(nlogn + min{n, log 1} * (1)?) | O(n + (1)?)

Taulukko 1: Kapsidkkiongelman approksimaatioalgoritmien aika- ja tilakompleksisuuksia

4 Approksimointi

4.1 Kapsiakkiongelman kompleksisuustuloksia

Téssid tutkielmassa késitellddn julkaisuissa [L] ja [MO] annettuja tuloksia. Néistd osa on
alun perin julkaisusta [IK]. Taulukko 1 listaa ndiden artikkelien seki ldhteen [KP] esittd-

mien algoritmien aika- ja tilakompleksisuudet.

Liahteessi [L] rakennetaan approksimaatioalgoritmi seuraavissa vaiheissa: Ensimmaiseksi
arvot jaetaan tietylld skaalauskertoimella, ja ratkotaan ongelma tarkasti tille pienemmélle
arvojoukolle. Tilld tekniikalla saavutetaan aika- ja tilakompleksisuus O(n?/¢). Jakamal-
la objektit ‘suuriin ja pieniin’ saadaan tehokkaampi approksimaatio. Ongelma ratkaistaan
skaalaavalla algoritmilla suurille objekteille, ja pienille objekteille myohemmin esitelti-
villd ahneella 50%-approksimaatiolla. Niin saatavan algoritmin aika- ja tilakompleksi-

suuksille ovat molemmille sekid O( %) ettd O("—:) yldrajoina.

Koska skaalaamisen jdlkeen objektien erilaisten arvojen joukko pienenee, esiintyy samo-
ja arvoja niin useita kertoja, etti osa niistd voidaan unohtaa. T@hin perustuu seuraava ap-
proksimaatio, jolla aika- ja tilakompleksisuudet putoavat luokkiin O(n log % + (%)4 log %)
jaO(n + (1)*log ). Seuraava idea on skaalata arvoja sitd enemmén, mitd suurempia ne
ovat. Tdmi tuottaa aika- ja tilakompleksisuudet O(nlog £ + %) ja O(n+(1)*). Lopullinen
kompleksisuus saavutetaan pienelld lisimodifikaatiolla suurten objektien laskemisvaihee-

seen.

Lawlerin [L] tavoite oli siis selvisti pudottaa n:n kerroin mahdollisimman pieneksi. Tami
suoritetaan jossain miirin %-kompleksisuuden kustannuksella, silld 6%1 on hyvin epédkiy-
tannollinen kompleksisuus. Téssi tutkielmassa kisitellddn lahteen [L] esittdmaét approksi-

maatioalgoritmit suuriin ja pieniin jakavaan algoritmiin asti.

Julkaisun [MO] approksimaatioalgoritmi perustuu samaan ideaan kuin julkaisun [L],
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paitsi ettd nyt kdytetddn dynaamisessa ohjelmoinnissa kappaleessa (Vaihtoehtoinen tapa
loytdd optimaalisen arvon antava objektijoukko) esiteltyd tekniikkaa. Kompleksisuudet
O("—:) ja O(%) ovat julkaisun [L] rajoja huonompia n:n suhteen, mutta alempaa astetta
%:n ja n:n polynomina. Tilakompleksisuus O(%) on varsin hyvi. Taméi algoritmi esitel-

lddn my0s tédssi tutkielmassa.

4.2 Ahne algoritmi

Tarkoituksena tissé ja seuraavissa aliluvuissa on 10ytdd approksimaalinen ratkaisu, jonka
arvo on D* siten, ettd
A" — D" < eA”,

missd A* on annetun ongelmainstanssin optimaalinen ratkaisu.

Ensimméinen approksimaatio, jota kiytimme myohemmin apuna paremmissa approksi-
maatiossa, on niin sanottu ahne algoritmi. Algoritmi antaa aina 50%-approksimaation, ja
se voidaan suorittaa lineaarisessa ajassa n:n suhteen. Esitimme aluksi yksinkertaisemman

O(n log n)-aikaisen version algoritmista.

Ahne algoritmi etsii kaksi yksinkertaista approksimaatiota, joiden antamista arvioista va-
litaan suurempi, merkitddn Ay,.. Ensiksi se etsii objektien listasta arvokkaimman, mer-
Kitdén sitd ;.. TAmé onnistuu ajassa O(n). Toinen vaihe on hivenen monimutkaisem-
pi: Objektin (p, a) arvotiheydeksi sanotaan lukua a/p. Ahne algoritmi kiy objektit 1dpi
laskevassa arvotiheysjdrjestyksessi, joten aluksi objektien lista jérjestetddn O(nlogn)-
ajassa tidhin jirjestykseen. Tdmin jdlkeen algoritmi poimii objekteja listan alusta, kunnes
seuraavan objektin ottaminen mukaan saisi valittujen objektien yhteispainon ylittdméién

kapasiteetin. Merkitddn j:114 viimeistd niin valittua objektia.
Siis
Ahne = maX{amawa ay+...+ aj}

it ot S K<pr+...+Dpj,

mistd saadaan

2Ahn62a1+---+aj+amax
2a1+...+aj+aj+1
> A",
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missd viimeinen arvio seuraa siité, ettd objektit ovat laskevassa arvotiheysjérjestyksessi,
joten jos aj + ...+ a;4; saavutettaisiin jollain muulla objektijoukolla kuin 1, ..., 7 + 1,
niin timén joukon paino olisi vihintdédn p; + ... + p;;1 > K. Siis ahne algoritmi tuottaa

50%-approksimaation. Kéytinnossi tulos on yleensi pikemminkin 10% luokkaa.

4.3 Yksinkertainen skaalaus

Ensimmdisen skaalausapproksimaation suoritamme skaalaamalla arvot vakiokertoimella
s, skaalattuja arvoja merkitsemme b; = |a;/s|. Merkitddn FF = A*/s. Koska tarkan al-
goritmin aika- ja tilakompleksisuus olivat molemmat O(nA*), ovat kompleksisuudet tille
skaalatulle versiolle O(nFE). Pyoristysvirheet eivit luonnollisesti vaikuta aikakompleksi-

suuksiin.

Lattiafunktion méaritelméastd ndhddian

bis < a; < (b +1)s,

joten

0<> a;—sb < s|J| < sn (1)

icJ

minki tahansa indeksijoukon J C N yli (jokainen virhe korkeintaan s, ja joukossa kor-
keintaan n objektia). Nyt kun A* on alkuperiisen ongelman optimiratkaisu (pelkki arvo),
B* alkuperdisen ongelman optimaalisen ratkaisun antavien objektien skaalattujen arvojen
summa, C* optimaalinen ratkaisu skaalatulle ongelmalle (pelkki arvo), ja D* skaalatun
ongelman optimaalisen ratkaisun antavia objekteja vastaavien skaalamattomien objektien

arvojen summa, saadaan

A" — sB* < sn, (2)
C* > B, (3)
D* > sC*, 4)

joten
A" — sC* < sn,

mistd seuraa
(0 <) A* — D* < sn,
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katso kuva 1.

Kuva 1: Ratkaisujen keskindiset suhteet.

Epiyhtilot (2) ja (4) seuraavat epdyhtélostd (1). Epayhtilo (3) seuraa siité, ettd B* on erds

skaalatun ongelman ratkaisu, ja C'* on sen optimaalinen ratkaisu.

Siis kun ratkaisemme skaalatun ongelman optimaalisesti, ja valitsemme saatua ratkaisua
vastaavat objektit, saadaan approksimaalinen ratkaisu D* alkuperdiseen ongelmaan, ja
epayhtiloistd ndiemme, ettd se on korkeintaan sn huonompi kuin alkuperidisen ongelman

ratkaisu.

Koska haluttiin e-approksimaatio, vaaditaan, etti ratkaisu tdyttdd ehdon

A" — D" < eA".

Siis riittda valita s siten, ettd sn < eA*. Halutaan tietenkin valita mahdollisimman suuri

arvo skaalausvakiolle s, jotta aikakompleksisuus olisi mahdollisimman pieni. Arvoa A*

ei kuitenkaan tunneta, joten optimaalista arvoa EA% el voida valita. Ahneen algoritmin

ratkaisusta Ay, saadaan kuitenkin arvio A, > A*/2, ja siten voidaan valita

614hne

s = : S

n

jolloin sn = €A, < €A*, mutta toisaalta on nE = nA*/s = n?A*/Apnee <= 2n?/e
joten on ldydetty e-approksimaatio O(”—:)—tilassa ja -ajassa! Huomataan vield, ettd ahne
algoritmi voitiin suorittaa ajassa O(nlogn) C O(n?/e), eiki se siis vaikuta aikakomplek-
sisuuteen. Algoritmi on siis TPAAS, koska se on polynomiaikainen ja -tilainen sekd syot-

teen koon n ettd tarkkuusparametrin kddnteisluvun % suhteen.

Jos skaalausparametrille s saadaan kaavassa (5) ykkostd pienempi arvo, skaalaa algoritmi
nyt objektien arvot suuremmiksi, kuin ne alun perin olivat, ennen tarkan algoritmin ajoa.
Tami ei vaikuta kompleksisuuksiin, mutta oletamme, etti tissd tapauksessa s asetetaan
ykkoseksi. Télloin saadaan optimaalinen ratkaisu edelld johdetussa ajassa ja tilassa. Siis

lopullinen s:n valinta on
€Ahne

s = max{

13
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4.4 O(n)-aikainen versio ahneesta algoritmista

Tamai luku perustuu ldhteeseen [L]. Seuraavassa kappaleessa approksimaatioalgoritmis-
ta tehdiin lineaarisen n:n suhteen. Tétd varten ahnetta algoritmia on muokattava, silld
objektien lajittelemista laskevaan arvojirjestykseen el endd voi suorittaa, silld lajittelu vie
vihintddn ajan O(n logn). Kdytimme apuna algoritmia, joka etsii jarjestimattomain listan
mediaanin ajassa O(n). TAm& on tunnetusti helppoa tehdd satunnaistetussa lineaariajas-
sa muokkaamalla pikalajittelua, ja mahdollista suorittaa hieman suuremmalla nikymétto-
milld kertoimella myos absoluuttisessa lineaariajassa. Oletamme, ettd kaikkien objektien
arvotiheys on eri. Jos kahdella objektilla on sama arvotiheys, vertaillaan indeksejd alku-
perdisessd objektilistassa. Ahne algoritmi etsii siis lineaariajassa sellaisen joukon J, ettd
J:ssid olevat objektit ovat arvotiheydeltddn suurimmat |.J| objektia, ja yhdenkin objektin o

lisddminen siihen saisi (J U {o}):n yhteispainon ylittimaan kapasiteetin /.

Ensin algoritmi etsii listan mediaaniarvotiheyden r. Merkitdén J' = {jla,;/p; >= r}.
Nyt on kolme vaihtoehtoa: Jos .J, = > jesr Pj = I, on 18ydetty varmasti optimaalinen
joukko, ja algoritmi voi palauttaa joukon .J’. Jos .J, > K, voidaan kaikki painotiheydel-
tddn r:44 pienemmit objektit unohtaa, ja kutsua algoritmia rekursiivisesti objekteilla .J’
ja samalla kapasiteetilla. J, > K nimittdin tarkoittaa, ettd kaikki arvotiheydeltddn r:4a
suuremmat objektit eivit mahdu samaan ratkaisuun, joten koska valitsemme ratkaisun
objektit laskevassa arvotiheysjirjestyksessd, ahne algoritmi ei tule koskaan valitsemaan
mitéddn arvotiheydeltddn r:44 pienempéid objektia. Jos taas .J, < K, voidaan koko .J' ottaa
mukaan ratkaisuun. T#ll6in kutsutaan algoritmia rekursiivisesti joukolla N — .J ja kapasi-
teetilla K — J,,.

Algoritmi 10ytdd selvisti saman joukon .J kuin aiempi versio ahneesta algoritmista, mut-
ta nyt se toimii ajassa O(n): Mediaanin laskeminen ja J':n etsiminen voidaan suorittaa
ajassa O(n). Rekursion tasolla k tehdén tyotd O(5; ), koska J':n koko on puolet sydtteen
koosta mediaanin miiritelmidn mukaan, ja jokaisella tasolla on tasan yksi kutsu. Siten

koko algoritmi tekee tyotd yhteensd O(n).

4.5 Objektien jako suuriin ja pieniin

Téami luku perustuu ldhteeseen [L], jonka esitystapaa seurataan melko tarkasti, joskin ké-
sittely on yksityiskohtaisempaa. Merkitsemme edelleen s:114 skaalauskerrointa, ja merkit-

semme niin sanottua kynnysarvoa k:lla. Objekteja, jotka ovat arvoltaan vihemmén kuin £,
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sanotaan pieniksi, ja muita objekteja suuriksi. Suurille objekteille kdytetidén aiemmin esi-
tettyd skaalaavaa algoritmia, pienille taas ahnetta algoritmia. Merkitdén ¢(K”):1la ahneen

algoritmin tulosta kapasiteetilla K’ skaalaamattomilla pienilld objekteilla.

Tarkemmin, algoritmi suorittaa ensin ahneen algoritmin, joka tuottaa 50%-
approksimaation Apy,., ja madrittdd sen perusteella arvot s ja k. Tdmidn jilkeen
suuret objektit skaalataan k:lla, ja tarkka algoritmi suoritetaan ndin saatavalle listalle,

miki tuottaa listan L ratkaisuja. Tamin jilkeen etsitddn

Appro = (ﬁ?gL{Sb +¢(K —p)},

eli etsitidéin paras tapa jakaa kapasiteetti suurten ja pienten objektien kesken.

Koska tavoitteena on saada voimaan A* — A,,., < €A”*, tarvitaan A, ,:1le alaraja, ja
A*:lle yldraja. Ay, ,:1le saadaan alaraja seuraavasti: Oletetaan, ettd A ja A, ovat erdsti
optimaalista ratkaisua vastaavat suurten ja pienten objektien yhteisarvot, P, ja P, ndiden
painot, ja B, ja B, vastaavien skaalattujen objektien yhteisarvot. Talloin listasta L 10ytyy
varmasti paria (Ps, B;) dominoiva pari (P’, B’), koska muuten tarkka algoritmi ei olisi

loytinyt koko Pareto-rintamaa, toisin sanoen

P' < P, B > B,

Nyt mééritelméinsd mukaan

Appro > sB'+ (K — P') > sBys + ¢(K — P'), 6)

mistd saadaan alaraja approksimaatioalgoritmin antamalle arvolle.

Koska jokainen suuri objekti on arvoltaan vihintédén £, on niitd optimaalisessa ratkaisussa
korkeintaan A,/k < A*/k kappaletta. Siis (1) antaa A*:1le yldrajan

A=A+ A, <s(Bs+A"Jk)+ A,

mistd saadaan yhtilon (6) kanssa erotukselle A* — A, yldraja

A — Ao < $(Bs + A" k) + A, — sBs — ¢(K — P')
(N
ot P
Epdyhtilo P’ < P, < K — P, on voimassa, koska P+ P, < K. Niinollen K — P' > P,

Koska ahneen algoritmin virhe voi olla korkeintaan suurimman yksittdisen objektin arvo,
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on se pienilld objekteilla korkeintaan kynnysarvon suuruinen, eli (K — P’) > ¢(P,) >

A, — k, koska ¢ on selviisti ei-laskeva funktio. Siis erotus saadaan muotoon

A* — Appro < %A* +k

arvioimalla A, — ¢(K — P’) ylospdin. Nyt riittdd siis saada voimaan

A = Agpro < %A* + k<A

Tatd varten asetetaan
% = e,k = (1 — N)eApne (8)

mielivaltaiselle 0 < A < 1, jolloin

A = Ay < %4* +k

= AeA" + (1 — N)eApne
<(A+1—=XN)eA”
=eA".

Ratkaisemalla yhtéloisti (8) s saadaan

s = M1 — N)eApne,

joten koska skaalauskerroin halutaan mahdollisimman suureksi, kannattaa valita A\ = %,

jolloin

Nyt

mikd on yldraja ‘arvoavaruuden koolle’. Tama tarkoittaa, ettd Pareto-rintamassa L on aina
O(%) objektia suoritettaessa tarkkaa algoritmia, misti seuraa, ettd O(%) on yldraja suur-
€ €

ten objektien laskemisajalle, koska tarkka algoritmi kiy Pareto-rintaman L 1dpi n kertaa.

My®és vanha raja O(n?/¢) saadaan yhi voimaan, jolloin algoritmin aika- ja tilakomplek-

sisuus tulee olemaan néistd kahdesta parempi. Tdma tehddédn seuraavasti: Yhtdlossa (7),
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eli ensimmdisessi ylédrajassa algoritmin virheelle, voidaan termin A*/k tilalle vaihtaa n,

silld my0s n on yldraja suurten objektien méérille. Siis saadaan

A" = Appro < sn+ A, — ¢(K — P') < sn+ k.

Jos k médritellddn edelleen samoin, voidaan nyt asettaa

o 6/4hne
2n

jolloin saadaan
6AAhne + Ef4hne

A" = Ay < stk < :

=eA",

miki taas tekee algoritmista e-approksimaation, ja nyt suurten objektien arvoavaruuden

koolle saadaan yléraja

(eAhne ) € ’

s 2n

[A* " 24hne  4An
< —

jasiis O(n/e€) on nyt yldraja suurten objektien laskennan arvoavaruuden koolle, jolloin itse
algoritmi toimii ajassa ja tilassa O(n?/¢). Koska siis kumpi tahansa niistd s:n valinnois-
ta tuottaa e-approksimaation, voidaan valita niistd suurempi, jolloin molemmat O-rajat

saadaan voimaan yhti aikaa.

Jos kynnysarvolle k on k < 1, voidaan ongelma ratkaista optimaalisesti ajassa O(n/e),
silld

2 4

k= SAme <1 = A<= = A"<-.

€ €

Siis kun yhdistetdin kaikki tdmi, saadaan valinnat

2
o € Ahne 614hne
sEmaTT 5,

1}

. “ine jos s > 1

€Apne joss=1
Lopuksi vaihda s < 1,k < 0, jos k < 1 dskeisessi.

Edelld k:n jalkimméiinen madritelmid k& = €Ay, seuraa siitd, ettd jos s = 1, niin suur-
ten objektien ongelma ratkaistaan tarkasti. Tdlloin suurista objekteista ei tule virhettid
lainkaan, ja pienistd korkeintaan kynnysarvon e€Aj,. verran, jolloin kokonaisvirhe on

€Anne < €A, ja taas saadaan e-approksimaatio.
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4.6 ¢-arvojen laskeminen

Myos tami luku perustuu enimmékseen ldahteeseen [L]. Lahteen algoritmissa on uskoak-
seni epitriviaali virhe, jonka vuoksi ¢-arvot lasketaan védrin. Myos aikakompleksisuus
lasketaan nidhdikseni védrin. Lisdksi kehitettdvi algoritmi ei késittddkseni ole sama ahne
algoritmi, jota kdytettiin aiemmin, mistd ei ole mainintaa lihteessd [L]. Néistd korjauksis-

ta huolimatta.

Edellisen luvun algoritmi kédyttdd apunaan ¢-funktiota, jonka arvo syotteelld k£ on ahneen
algoritmin tulos pienille objekteille télld kapasiteetilla k. Huomataan aluksi, ettd ahnet-
ta algoritmia voidaan tdssd tapauksessa hieman yksinkertaistaa, silld algoritmilta vaadi-
taan edellisessd analyysissd vain, ettd sen virhe on korkeintaan kynnysarvon £ suuruinen.
Téalloin riittdd, ettd ahne algoritmi vain tdyttdd kapsikin ahneesti laskevassa arvotiheys-
jarjestyksessd, eikd lopuksi tarvitse etsid endd suurinta yksittdistd arvoa. Tamé on suo-
raviivaista nihdd ahneen algoritmin analyysistid. Edellisessd approksimaatioalgoritmissa
tarvitsemme vain ¢-arvot arvot ¢(K — P;) jokaiselle P; € L suurten objektien osasum-
mien Pareto-rintamassa L. Arvoja on siis O(E%) kappaletta, ja ndmi voidaan tallentaa

esimerkiksi listaan L. Téssd luvussa kehitetdédn tehokas algoritmin nédiden etsimiseen.

Koska objektien lajittelua laskevaan arvotiheysjirjestykseen ei endé voi suorittaa, ei ole
selvidi, ettd ¢-arvot voidaan laskea lineaarisessa ajassa. Jos arvot olisivat jarjestykses-
sd, voitaisiin tdma suorittaa kdymalld yhtd aikaa lista L ldpi kdédnteisessd jarjestyksessa
(suurimmasta pienimpéin), ja objektit (p;, a;) 1dpi laskevassa arvotiheysjirjestyksessi, ja
kunkin (P}, A;) € L kohdalla tdyttimilld ¢(KX — P;) mahdollisimman tdyteen. Selvisti
tdhdn riittdd yksi lapikdynti, ja siten kompleksisuus on listojen koista suurempi, eli luok-
kaa O(n + E%) Jos objektit eivit ole arvojirjestyksessd, voidaan arvot laskea seuraavalla

tavalla ajassa O(nlog 1):

Algoritmin syote on suurten objektien ratkaisujen lista L, pienten objektien lista L, ja ko-
konaiskapasiteetti /. Asetetaan aluksi ¢(KX — P;) = 0 kaikille (P}, A;) € L. Merkitdén
arvotiheydeltdén vahintédn r olevia objekteja J, = {(i[i € L, ot >=r)}. J, voidaan sel-
visti laskea ajassa ja tilassa O(n). Lasketaan nyt objektien listan arvotiheyksien mediaani

r ajassa O(n), ja titd vastaava J,., ja asetetaan

K —P) — Y a

i€Jy
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kaikille sellaisille (P}, A;) € L, ettd

Y m<K-P

i€dy

Etsitdén samalla suurin mahdollinen P;, merkitddn F,,,,. Siis sen sijaan, ettd painoa /X —
P; kohti etsittdisiin mahdollisimman suuri joukko .J,., etsitddnkin sopiva objektien joukon
puolittava J,., ja laitetaan sen arvo mahdollisimman pieneen kapasiteettiin (ja kaikkiin siti
suurempiin). Tdlloin ei vilttamattd saada yhtddn oikeaa ¢-arvoa, eikd voida sanoa mitidin

hyodyllistd virheen suuruudesta, vaan saadaan vain eris alaraja ¢:lle.

Kun tdmi yksi ¢-arvo on asetettu, kutsutaan funktiota kahdesti rekursiivisesti. Ensimmdi-
nen kutsu tehddin suurten objektien listalla parista (Pra041, Amazt+1) listan L loppuun
asti, pienten objektien joukolla J,, ja kapasiteetilla /. Koska koko ./, mahtui kapasiteet-
tiin (K — Ppaz), €l J,:n osajoukoilla voi saada sille parempaa arvoa. Samoin J,.:n aidot
osajoukot eivit ole hyodyllisid, jos tdytetddn suurempaa kapasiteettia kuin & — P; (ei jos

painot ovat pienempi#). Tamai rekursiokutsu etsii siis arvot ¢(K — P) kaikille k& > j.

Toinen rekursiokutsu tehdididn suurten objektien ratkaisujen listan L alusta ratkaisuun
(Prazs Amaz) asti ja J.:n komplementtiin L, — J,.. Nyt .J, otetaan mukaan joka ratkai-
suun, joten kapasiteettiparametrista /' on poistettava sen paino. Jonkinlaisella lisdpara-
metrilla on pidettidvi huolta, ettd my0Os ¢-arvojen asetuksessa lisdtdidn J,:n arvo rekur-
siivisissa kutsuissa. Tdmé voidaan tehdi neljdnnelld parametrilla, joka lisdtddn jokaiseen
asetettavaan ¢-arvoon. On vield huomattava, ettd rekursiokutsun suurten objektien lista
todella sisdltdd ratkaisun (Pqz, Amaz ), silld saattaa olla, ettd lisddmailld jokin osajoukko

J,:n komplementista 10ydetdédn aiemmin saatua parempi arvo ¢(K — P, ):lle.

Vaikka algoritmi ei vélttiméttd 16ydad oikeaa ¢-arvoa heti, ndhdédén ettid jokainen ¢-arvo
tulee l0ydetyksi. Tdmai johtuu siitd, ettd kaikki erisuuret joukot J,.:t kiydddn ldpi algorit-
min suorituksen aikana, jolloin jokaista K — P; kohti myds sitd vastaava optimaalinen
J, asetetaan siihen, silld algoritmin tullessa .J,.:n kohdalle asetetaan sen arvo jokaiseen
kapasiteettin, johon se mahtuu, myds kapasiteettiin ' — P;. Lisiksi oikeaa ratkaisua ei
koskaan korvata vadrilld, silld ¢-arvon asetuksen jilkeen kaikki mahdolliset sen asetukset

siséltivit aina my0s joukon .J, arvon.

Analysoidaan nyt algoritmin kompleksisuutta. Merkitddn s:11d suurten objektien ratkai-
sujen midrdd, ja p:114 pienten objektien madrdd. Algoritmi kidyttdd mediaanin etsimiseen
lineaarisen ajan p:n suhteen, ja sitten sopivan suurten objektien ratkaisun I6ytimiseen, ja

¢-arvojen tdyttdmiseen lineaarisen ajan s:n suhteen. Tamin jilkeen tehdddn rekursiivinen
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kutsu, jossa pienid objekteja on £, ja suuret jaetaan kahtia ndiden kutsujen vilille.

Siis parametreilla s ja p ajankdytolle 7'(s, p) on voimassa rekurrenssi

p p
< — — =
T(s,p) <cs+cp+ lrélggs{T(s q, 2) +T(q, 2)},
missd ¢ on jokin riittivdan suureksi valittu vakio. Mistd voidaan induktio-oletuksella

T(s,p) <= cplog s + cslog p ratkaista

p p
< — - —
T(s,p) —CS+Cp+1m§$§S{T(S q,2)+T(q,2)}

cp
= cs +cp+ max {—-(log(s — q) +1ogg)}
p
+ max{c(s — ¢ +¢)log 5}

<cs+cp+ %(ﬂogg) —i—cslogg

S P
= cs+cp+cplog§ +cslog§

< cplog s+ cslogp.

Koska s on luokkaa O(<) ja p on luokkaa O(n), on algoritmi aika- ja tilakompleksisuu-
deltaan luokkaa O(nlog(%) + % log n), minké edellisen algoritmin kompleksisuus O(% )
siséltdd osajoukkonaan. On kuitenkin huomattava, ettd vaihtoehtoinen raja O(”TQ) kyn-
nysarvoa kdyttdvin approksimaatioalgoritmin kompleksisuudelle muuttuu nyt muotoon

O("?2 + }2 logn). Joka tapauksessa algoritmi on n:n suhteen lineaarinen.

Lawler [L] esittdd vastaavan algoritmin ilman mainintaa vaihtoehtoiseen kompleksisuu-
teen ilmaantuvasta lisidtermisté 6% log n. Koska algoritmin kompleksisuus suurten objek-
tien ratkaisujen médrén ja pienten objektien lukuméérdn suhteen on symmetrinen (silld
pahin tapaus puolittaa molemmat suureet rekursiossa), on selvia, ettd }2 log n-termi on
kompleksisuudessa, jos n log% on. Kompleksisuuden johtamisen sen osan, jossa 6% logn

ilmestyy, Lawler [L] ohittaa lyhyelld maininnalla, ettei se vaikuta kompleksisuuteen.

Tamaén lisdksi ldhteen [L] algoritmi asettaa kunkin ¢-arvon vain kerran. Kyseinen algo-
ritmi ei ndin ollen vilttdmattd 10ydi tarkalleen oikeaa ¢-arvoa, vaan ensimmadisen siihen
sopivan arvon, joka on siis kdytdnnossd satunnainen luku. Tdmi on ongelmallista, sil-
14 koko kynnysarvoa kéyttivd approksimaatio perustuu siithen, ettid virhe on korkeintaan
kynnysarvon suuruinen. Lisdksi artikkelissa ei mainita, ettei uusi ahne algoritmi ole sa-
ma kuin aiemmin esitetty, vaan suurimman yksittdisen arvon etsiminen voidaan pudottaa

pois. Alkuperidinen ahne algoritmi saadaan kdymallad lopuksi ldpi pienten objektien lista ja
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asettemalla se jokaiseen soveltuvaan ¢-arvoon. On mahdollista, ettd titd lisdystd pidettiin

ldhteessa [L] triviaalina.

4.7 Vaihtoehtoiseen tarkkaan algoritmiin perustuva tilatehokas ap-

proksimaatio

Muistetaan, ettd [MO]:ssd esitetty vaihtoehtoinen tarkan algoritmin implementaatio oli
vaihtokauppa ajan ja tilan vililld. Perdytymishaulla kehitettiin tarkalle algoritmille imple-
mentaatio, jossa suurimman arvon saavuttava objektijoukko saatiin ajassa O(nA*logn)
ja tilassa O(n + A*). Lihteessd [MO] kehitetddn tdmin pohjalta skaalausalgoritmi, joka
eroaa ldhteen [L] skaalausalgoritmista vain siind, ettd tarkan ratkaisun etsiviné rutiinina
kiytetddn ldhteen [MO] tarkkaa algoritmia, eiké ldhteen [L] tarkkaa algoritmia. Tédssé lu-
vussa mainitaan timd idea, ja selvitetddn miten lihteen [MO] algoritmin kompleksisuudet

seuraavat lihteen [L] kompleksisuuksista.

Tarkastelemalla skaalaavan approksimaatioalgoritmin kompleksisuuksia huomataan, ettid
analyysin lopussa tarkan algoritmin aika- ja tilakompleksisuus O(nA*) yksinkertaisesti si-
joitetaan paikalleen. Niin ollen saadaan aiemmin esitetyille algoritmeille samoilla arvioil-
la vaihtoehtoisia kompleksisuuksia, kun yksinkertaisesti kidytetddn tarkalle algoritmille
vaihtoehtoista implementaatiota. T#lldin aikakompleksisuudeksi saadaan O(n? log n%) ja
tilakompleksisuudeksi O(%) siind, missé ldhteen [L] vastaavat kompleksisuudet ovat mo-
lemmat O(”?Z) Kiyttamalld vaihtoehtoista implementaatiota tarkalle algoritmille saadaan
my0s muille approksimaatioalgoritmeille vaihtoehtoisia kompleksisuuksia, joita ei listata

tassa.

5 Paitelmia

Tamin tutkielman kohteena olivat kapsidkkiongelman tdysin polynomiset approksimaa-
tioalgoritmit. Tutkielmassa esiteltiin ensimmadisten néistd kirjoitettujen julkaisujen tulok-
sia yksityiskohtineen. Piitavoite oli selkeyttdd tutkimusartikkelien lyhyttd esitystd esit-
tamalld tarkemmat perustelut viitteille, ja selittdmilld paikoittain tarkemmin miksi tietyt

valinnat tehdédén ja miké niiden tarkoitus on.

Tutkielmassa esitettiin pieni mutta epitriviaali korjaus erddseen ldhteen [L] algorit-
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miin. Lisdksi tietyt perustelut muuttuivat selkeimmiksi tutkielmassa esitettdvin Pareto-
rintaman késitteen avulla. Léhteissi ei esitetd tarkkaa selitystd ratkaisujen listan L luon-
teelle, vaan esimerkiksi ldhteessd [L] vedotaan sen sijaan intuitioon, kun todistuksessa
tarvitaan sitéd seikkaa, ettd L on Pareto-rintama. Lisidksi ldhteen [L] tarkan algoritmin yh-
teydessd kiyttdmaén tietorakenteen havaittiin syntyvin automaattisesti, kun objektilistojen

tallennukseen kiytetddn LISP-tyylisid listoja.

Kapsikkiongelma on esimerkki hyvin approksimoituvasta ongelmasta, ja vaikka kaikki
approksimointitekniikat perustuvatkin samoihin perusideoihin, on erilaisia saavutettuja
kompleksisuuksia eri ldhteissd monia. Tdysin polynomisten algoritmien yhteydessd on
vililld vaikea sanoa kumpi kahdesta algoritmista on tehokkaampi edes kompleksisuuden
suhteen, silld algoritmien kompleksisuudet mitataan seki syétteen koon, ettd tarkkuuspa-
rametrin vaikutuksen suhteen. Tdmai nékyy hyvin kapsidkkiongelmassa, kolmen Taulukko
1:ssé esitetyn artikkelin kompleksisuudet eivit yksikiidn ole toista aidosti parempia. Li-
siksi kirjallisuudessa esiintyy monimutkaisempia rajoja, joita on vield vaikeampi vertailla

toisiinsa.

Nykyéddn NP-vaikeiden ongelmien ratkaisemiseen on olemassa yleisempid tekniikoita, ku-
ten kokonaislukuohjelmointi, johon redusoimalla saadaan monille NP-vaikeille ongelmil-
le approksimaatioalgoritmeja suoraviivaisesti, ilman suurempaa erillistd analyysid. Tami
luonnollisesti tarkoittaa, ettd uudet tiettyyn ongelmaan riitdloidyt approksimaatioalgorit-
mit joutuvat kilpailemaan téllaisten ratkaisujen kanssa. Lisdksi yhd enemmén kéytetddn
yleisid ratkaisuja, jotka eivit vélttimattd takaa mitdédn tarkkaa polynomia kompleksisuu-

delle, vaan algoritmeja testataan kdytdnnon tilanteissa esiintyvilld syotteilla.

1970-luvun tutkimusraporteissa el puhuta téllaisesta kidytdnnon tutkimuksesta mitdén, ja
usein artikkeleissa olevista huolimattomuusvirheisti saa sellaisen kuvan, ettei algoritmia
koskaan ole implementoitukaan. Myos timén tutkielman ldhestymistapa on puhtaasti teo-
reettinen, silld kapsdkkiongelman yksinkertaisuuden vuoksi heuristiikat tuottavat sille ma-
temaattisesti mielenkiintoisia kompleksisuusrajoja, jotka on siten jirkevdd myos kisitelld
tarkasti. On jopa yllidttdvdd miten suoraviivaista skaalaukseen perustuva approksimaatio-

algoritmi on johtaa algebrallisesti.

Kattavammassa tutkielmassa olisi ollut mielenkiintoista ottaa laajempi ndkokulma, ja tar-
kastella sitd, miten samankaltaisia muiden NP-tdydellisten ongelmien approksimaatioi-
deat (erityisesti TPAAS:t) ovat, ja onko niiden johtaminen yhtd suoraviivaista heuristiik-

kojen kehittamista sekd laskemista. Lahes kaikki kapsidkkiperheen ongelmat ratkeavat hy-
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vin samankaltaisilla algoritmeilla, ja esimerkiksi alijoukon summa -ongelmaan saadaan
vastaavilla ideoilla usein yhden n- tai %—kertoimen verran tehokkaampia algoritmeja. Til-
laiset ‘dimensiot’ ovat ajatuksena kiehtovia, ja olisi esimerkiksi mielenkiintoista tietdd,
onko kapsikkiongelmaan luonnollisia monimutkaistuksia, jotka kasvattavat mahdollisten

TPAAS:ien kompleksisuuksia tietynlaisilla kertoimilla.

Vaihtokaupat ajan ja tilan vililli ovat my0s mielenkiintoinen aihe, josta ei vield tiedetid
kovin paljoa. [L]:n ja [MO]:n erilaiset implementaatiot tarkalle algoritmille ovat tédllainen
vaihtokauppa, [MO]:ssa aikakompleksisuutta kasvatetaan log n:114, ja tilakompleksisuus
putoaa n:n verran. Vastaavankaltainen vaihtokauppa voidaan usein tehdd samankaltaisella
perdytymishaulla nimenomaan dynaamisen ohjelmoinnin yhteydessi, silld usein ratkaisun

arvon loytdminen on selvisti tilatehokkaampaa kuin itse ratkaisun 16ytdminen.
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